
11. CORRELACIÓN Y REGRESIÓN


La palabra correlación se usa en la vida diaria para indicar alguna forma de asociación, así podemos decir que hemos detectado una correlación entre días con niebla y ataques de sibilancias. Sin embargo, en términos estadísticos usamos correlación para indicar una asociación entre dos variables cuantitativas. A veces asumimos que la asociación es lineal, es decir, que una de las variables aumenta o disminuye una cantidad fija por unidad de incremento o decremento de la otra; la técnica que se usa para evaluar esta circunstancia, es la regresión, la cual realiza la estimación de la mejor línea recta que resume la asociación encontrada.


En la regresión interviene una variable dependiente y una o más variables independientes (factores causales o predictivos); por ejemplo la talla y la edad en los primeros años de la vida. En la correlación, por el contrario, sólo interviene un conjunto de variables que juegan un papel simétrico y, por tanto, el investigador no se plantea que unas puedan influir  sobre las otras. 

Estas dos técnicas están basadas en modelos estadísticos muy diferentes. El modelo de regresión realiza muy pocos supuestos sobre la variable independiente X que incluso puede  ser una variable controlada. El modelo de correlación exige que tanto la variable X como la Y sean variables aleatorias normales y que la distribución conjunta de ambas variable siga una ley normal. La regresión por tanto, es un modelo mas general porque permite describir la forma de la relación entre las dos variables, comprobar la hipótesis de independencia entre las variables, evaluar la intensidad de la relación con el índice r2  y efectuar predicciones con el modelo.
CORRELACIÓN
El grado de asociación se mide por un coeficiente de correlación, representado por r. Se le suele llamar coeficiente de correlación de Pearson y es una medida de asociación lineal. 


El coeficiente de correlación se mide en una escala que varía de +1 hasta –1 pasando por 0. La correlación completa entre dos variables se expresa por +1 o –1. Cuando una variable aumenta, incrementándose la otra, la correlación es positiva; y cuando una decrece decreciendo la otra, la correlación es negativa. La ausencia completa de correlación se representa por 0. La figura 11.1. muestra algunas representaciones gráficas de correlación. 
Figura 11.1 Ejemplos de Correlación.
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OBSERVANDO LOS DATOS: DIAGRAMAS DE DISPERSIÓN (SCATTERPLOTS)

Cuando se han recopilado dos series de observaciones y se desea ver si hay una relación entre ellas, lo primero que hay que realizar es un diagrama de puntos o de dispersión. La escala vertical representa un conjunto de mediciones y la escala horizontal el otro. La “variable dependiente” se coloca en el eje vertical, por ej. si se realiza un estudio experimental, los resultados se dispondrán en el eje vertical. La “variable independiente”, tal como el tiempo o la altura o cualquier otra clasificación observada, se mide a lo largo del eje horizontal o línea basal.


Las palabras “independiente” y “dependiente” pueden confundir a la persona que empieza a realizar trabajos de investigación, porque algunas veces no esta claro que es dependiente de qué. Esto se supera con sentido común, porque puede ocurrir que cada variable sea dependiente de una tercera variable, lo cual se puede mencionar o no. 
Es razonable, pensar en la altura de los niños como dependiente de la edad más que a la inversa, pero supongamos una correlación positiva entre el alquitrán y la nicotina producida por cierta marca de cigarrillo. La nicotina liberada es improbable que tenga su origen en el alquitrán: seguramente ambas varían en paralelo con algún otro factor o factores componentes de los cigarrillos. En este caso la producción de uno no parece ser “dependiente” del otro, tal como hemos comentado en el caso de la altura de los niños donde en promedio, la altura de un niño depende de su edad.
 En los caso en los que no parece haya un relación directa de dependencia, no importa qué escala se pone en cada eje del diagrama de dispersión. Sin embargo, si la intención es hacer inferencias acerca de una variable a partir de la otra, las observaciones a partir de las cuales se van a hacer las inferencias o establecer relaciones de dependencia, se ponen en la línea basal (eje de las x). 

CÁLCULO DEL COEFICIENTE DE CORRELACIÓN

En un estudio se  ha medido el espacio muerto pulmonar (en ml) y la altura (en cm) de 15 niños. Los datos se dan en la tabla 11.1 y el diagrama de dispersión se muestra en la figura 11.2. Cada punto representa un niño, y está colocado en el punto correspondiente a la medida de la altura (eje horizontal) y el espacio muerto (eje vertical). Se observa el gráfico elaborado, para ver si el área cubierta por los puntos se centra en una línea recta o, en una línea curva. En este caso la línea recta describe adecuadamente la tendencia general de los puntos. El paso siguiente será calcular el coeficiente de correlación.


Cuando se hace el diagrama de dispersión (figura 11.2) que muestra la altura y el espacio muerto pulmonar en los 15 niños, se pone los datos que aparecen en las columnas (1), (2) y (3) de la tabla 11.1.  Es conveniente disponer los datos de las observaciones según la variable independiente, así se pueden  examinar los datos correspondientes a la variable dependiente, con relación al incremento de la variable independiente. 

	PRIVATE
Tabla 11.1 Correlación entre altura y espacio muerto pulmonar en 15 niños

	Niño número
	Altura (cm)
	Espacio muerto (ml), y

	1
	110
	44

	2
	116
	31

	3
	124
	43

	4
	129
	45

	5
	131
	56

	6
	138
	79

	7
	142
	57

	8
	150
	56

	9
	153
	58

	10
	155
	92

	11
	156
	78

	12
	159
	64

	13
	164
	88

	14
	168
	112

	15
	174
	101

	Total
	2169
	1004

	Media
	144,6
	66,933


Figura 11.2 Diagrama de dispersión de la relación  entre altura y espacio muerto pulmonar en 15 niños.
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El cálculo del coeficiente de correlación se realiza según la siguiente formula. La x representa los valores de la variable independiente (en este caso la altura) y la y los valores de la variable dependiente (en este caso el espacio muerto pulmonar). 
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La cual se puede igualar a:

[image: image4.png]Sxy - nxy
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PROCEDIMIENTO DE CÁLCULO

· [image: image5.png]x = 1446, 8D(x)= 193769



Encontrar la media y la desviación estándar de x,  

· [image: image6.png]y = 66.93,8D(y)= 236476



Encontrar la media y desviación estándar de y: 

· [image: image7.png]14193679 x 23.6976(6412.0609)



Restar 1 a n y multiplicar por SD(x) y SD(y), (n-1)SD(x)SD(y)
· Esto nos da el denominador de la fórmula. (Recordar salir del modo “Stat”.)

Para el numerador, multiplicar cada valor de x por el correspondiente valor de y, sumar estos valores y almacenarlos.

110 x 44 = Min

116 x 31 = M+

etc.

· [image: image8.png]
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Esto almacena ∑xy (150.605) en memoria. Reste n x  y

150.605 – 15 x 144,6 x 66,93= 5426,6

· Finalmente divida el numerador entre el denominador.

r= 5426,6/6412,0609 = 0,846.

Un coeficiente de correlación de 0,846 indica una fuerte correlación positiva, entre el tamaño del espacio muerto pulmonar y la altura del niño. Pero en la interpretación de la correlación, es importante recordar que la correlación no es causalidad. Puede haber o no, conexión causal entre las dos variables correlacionadas. E incluso, si hay una conexión esta puede ser indirecta.


Una parte de la variación en una de las variables (medida por su variancia), se puede considerar como debida a su relación con la otra variable y, otra parte como debida a causas indeterminadas (frecuentemente “aleatorias”). La parte debida a la dependencia de una variable con la otra, se mide por r2 (coeficiente de regresión). 
Para estos datos, r2= 0,716, así que podemos decir que el 72% de la variación del espacio muerto pulmonar entre los niños, se puede explicar por la altura del niño. 
Si deseamos etiquetar la fuerza de la asociación, para valores absolutos de r se consideran las asociaciones:

· entre 0 y 0,19 como muy débiles, 
· 0,2-0,39 como débiles, 
· 0,40-0,59 como moderados, 
· 0,6-0,79 como fuertes 
· 0,8-1 como correlaciones muy fuertes
Estos son límites arbitrarios y, por ello, se debe considerar los resultados en el contexto.

PRUEBA DE SIGNIFICACIÓN.


Para probar si la asociación es solo aparente, y puede haber surgido por azar, use la prueba t con los siguientes cálculos:


(11.1)
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A la t (tabla B; apéndice) se entra con n-2 grados de libertad.

Por ejemplo, el coeficiente de correlación para estos datos fue 0,846.
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El número de pares de observaciones fue 15. Aplicando la ecuación 11.1, tenemos:


Entrando a la tabla B con 15 –2 = 13 grados de libertad encontramos que t= 5,72, p<0,001 lo que reconoce al coeficiente de correlación como altamente significativo. Así, (como se puede ser ver en el gráfico de dispersión) tenemos una correlación muy fuerte entre espacio muerto y altura, la cual es poco probable que haya surgido por azar.

Los supuestos que rigen esta prueba son:

1. Que ambas variables estén, distribuidas Normalmente.

2. Que haya una relación lineal entre ellas.

3. La hipótesis nula es que no hay asociación entre ellas.

RECTA DE REGRESION Y CRITERIOS DE AJUSTE

La correlación describe la fuerza de una asociación entre dos variables, y esta es completamente simétrica, es decir, la correlación entre A y B es la misma que la correlación entre B y A. 

Si las dos variables están relacionadas, con una relación de dependencia y cuando una cambia una cierta cantidad la otra, en promedio, también cambia una cierta cantidad, como el estudio de los niños descritos anteriormente, donde la mayor altura está asociada, en promedio, con un mayor espacio muerto pulmonar. Esta relación se describe como la regresión de y sobre x, donde y representa la variable dependiente y x la variable independiente, 

La nube de puntos resultante de representar gráficamente estas dos variables sugiere la existencia de una relación positiva entre espacio muerto pulmonar y altura. Vamos a trazar sobre esta nube de puntos la recta que mejor se ajuste con objeto de disponer de un sencillo modelo matemático para describir esta relación.

La ecuación de una recta (ecuación de regresión) viene dada por la formula:
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En donde α indica el valor de y para x=0 (punto de corte de la recta con el eje de ordenadas) y β representa su pendiente, es decir, el incremento de y por cada unidad que se incrementa x

Debido a la variabilidad de los datos, si se utiliza esta recta para predecir el espacio muerto yi de un sujeto i en función de la dosis xi, se observa que hay una diferencia ei llamada residual, entre el espacio muerto pulmonar del sujeto y el predicho por la recta de regresión.
Este error o residual vale

ei = yi – yfij = yi – ( α+ β xi)

Para halla la recta de regresión primero se debe establecer un criterio de ajuste y luego se determinan los coeficientes α y β de esta recta de manera que se cumpla el criterio establecido.
Esta claro que este criterio debe minimizar el conjunto de residuales ei pero se puede demostrar fácilmente que, cualquier línea recta que pase a través de los valores medios de x e y, dará un error total de predicción cuyo sumatorio Σ(y1 – yfij) será igual a cero, debido a que los términos positivos y negativos se cancelan exactamente. Para eliminar el efecto del signo, elevamos al cuadrado las diferencias. Esta operación da origen al criterio de mínimos cuadrados s2 = Σ(y1 – yfij)2, que consiste en determinar los valores de α y β que minimizan la suma de cuadrados residuales. Puede demostrarse que una línea recta que minimiza s2, el estimador mínimo cuadrático, viene dado por:
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Donde puede demostrarse que

[image: image15.png]


Ecuación que se usa para calcular todos los componentes de la ecuación (11.2) en el cálculo del coeficiente de correlación.
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El cálculo del coeficiente de correlación de los datos de la tabla 11.1 da lo siguiente:

∑xy = 150605, 
SD(x)= 19,3679, 
y = 66,93, 
x = 144,6

Aplicando estos números a la fórmula para los coeficientes de regresión, tenemos:

b = 150605 – 15 X 66,93 X 144,6 = 5426,6 = 1,033ml/cm

               
14 X 19,36792                 
   5251,6

a= 66,39 – (1,033 X 144,6)= -82,4

Así pues, en este caso, la ecuación para la regresión de y sobre x es:

y = -82,4 + 1,033x


Esto significa que, en promedio, para cada incremento de 1 cm en la altura, el incremento en espacio muerto pulmonar es 1,033 ml en el rango de mediciones hechas.


La línea que representa la ecuación, se muestra sobrepuesta en el diagrama de dispersión de los datos en la figura 11.2. La forma de trazar la línea es tomar tres valores de x, uno en el lado izquierdo del diagrama de dispersión, otro en el medio y otro en el lado derecho, y sustituir estos en la ecuación, como sigue:

Si x = 110, y = (1,033 x 110) – 82,4 = 31,2

Si x = 140, y = (1,033 x 140) – 82,4 = 62,2

Si x = 170, y = (1,033 x 170) – 82,4 = 93,2


Aunque dos puntos son suficientes para definir la línea, tres es mejor como comprobación. Habiéndolos puesto en el diagrama de dispersión, simplemente trazaremos la línea a través de ellos.
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Figura 11.3 Línea de regresión en el diagrama de dispersión relacionando altura y espacio muerto pulmonar en 15 niños 

El error estándar de la pendiente SE(b) viene dado por:


Donde Sres es la desviación estándar residual, dada por:


Puede demostrarse algebraicamente que esto es igual a:


Aún tenemos del otro lado todos los términos de esta expresión. 
Así Sres es la raíz cuadrada de 23,64762 (1 + -0,8462) 14/13 = √171,2029 = 13,08445. 
El denominador es 72,4680. 
Así SE(b) = 13,08445 / 72,4680 = 0,18055.


Podemos probar si la pendiente es significativamente diferente de cero por:

t = b / SE(b) = 1,033 / 0,18055 = 5,72.

Nuevamente, esto tiene n-2 = 15 –2 = 13 grados de libertad.

Los supuestos que rigen esta prueba son:

1. Que los errores de predicción estén distribuidos de forma aproximadamente normal. Tenga en cuenta que esto no significa que las variables x o y hayan de estar distribuidas Normalmente.

2. Que la relación entre las dos variables sea lineal.

3. Que el gráfico de dispersión de puntos alrededor de la línea, sea aproximadamente constante –podríamos no desear que la variabilidad de la variable dependiente esté creciendo cuando la variable independiente se incrementa. Si este es el caso, intente tomar logaritmos de ambas variables x e y.

Advierta que la prueba de significación para la pendiente, da exactamente el mismo valor de p que la prueba de significación para el coeficiente de correlación. Aunque las dos pruebas son derivadas de forma diferente, ellas son algebraicamente equivalentes.

Podemos obtener un intervalo de confianza del 95% para b a partir de:

donde el estadístico tiene 13 grados de libertad y es igual a 2,160. Así, el intervalo de confianza al 95% es:

1,033 – 2,160 x 0,18055 a 1,033 + 2,160 x 0,18055 = 0,643 a 1,422.

Las líneas de regresión nos dan información útil, acerca de los datos a partir de los cuales se construyen. Muestran cómo una variable cambia en promedio con la otra, y se pueden usar para encontrar como será probablemente, una variable cuando conocemos la otra – siempre y cuando hagamos esta pregunta dentro de los límites del diagrama de dispersión. Proyectar la línea sin límite –para extrapolar- es siempre arriesgado, porque la relación entre x e y puede cambiar, o puede existir algún tipo de punto de corte. Por ejemplo, se puede trazar una línea de regresión relacionando la edad cronológica de algunos niños con su edad ósea, y podría ser una línea recta entre, digamos, la edad de 5 y 10 años, pero proyectarla hasta la edad de 30 años, podría conducir a error. 

MÉTODOS MÁS AVANZADOS


Habitualmente, es posible tener más de una variable independiente– en tal caso el método es conocido como Regresión múltiple(3),(4). Este es el más versátil de los métodos estadísticos y se puede usar en muchas situaciones. Los ejemplos incluyen: permitir para más de un predictor, la edad así como la altura en el ejemplo de arriba; permite covariantes –en un ensayo clínico la variable dependiente puede ser el resultado después del tratamiento, la primera variable independiente puede ser binaria, 0 para placebo y 1 para el tratamiento activo y la segunda variable independiente puede ser una variable basal, medida antes del tratamiento, pero que probablemente afecta al resultado.

Preguntas comúnes
¿Si dos variables están correlacionadas, están relacionadas causalmente?


Es un error común confundir correlación con causalidad. Todo lo que la correlación muestra es que dos variables están asociadas. Puede haber una tercera variable, una variable de confusión que esté relacionada con ambas. Por ejemplo, la mortalidad mensual por ahogamiento y las ventas mensuales de helados están correlacionadas positivamente, ¡pero nadie diría que la relación es causal!

¿Cómo pruebo las asunciones subyacentes de la regresión lineal?

Primeramente, siempre mire el gráfico de dispersión y pregunte, ¿es lineal?. Habiendo obtenido la ecuación de regresión, calcule los residuales e1 = y1-yfij. Un histograma de residuales (e1), revelará alejamientos de la Normalidad y un gráfico de e1 versus yfij revelará si los residuales crecen en tamaño cuando yfij crece.

Ejercicios

11.1 Se realizó un estudio sobre la tasa de demanda en un hospital de población de 16 áreas geográficas diferentes, sobre un período de tiempo fijo. La distancia desde el hospital al centro de cada área fue medida en millas. Los resultados fueron como sigue:

	PRIVATE
<TBODY>(1) 21%, 6.8; (2) 12%, 10.3; (3) 30%, 1.7; (4) 8%, 14.2; (5) 10%, 8.8; (6) 26%, 5.8; (7) 42%, 2.1; (8) 31%, 3.3; (9) 21%, 4.3; (10) 15%, 9.0; (11) 19%, 3.2; (12) 6%, 12.7; (13) 18%, 8.2; (14) 12%, 7.0; (15) 23%, 5.1; (16) 34%, 4.1.</TBODY>


¿Cuál es el coeficiente de correlación entre la tasa de demanda y la distancia media del área geográfica?

Halle la correlación de Spearman para los datos dados en 11.1.

Respuesta.

11.3 Si los valores de x a partir de los datos en 11.1 representan la distancia media del área al hospital y los valores y representan la tasa de demanda, ¿cuál es la ecuación para la regresión de y sobre x? ¿Qué significa?

Respuesta.

11.4 Encuentre el error estándar y el intervalo de confianza al 95% para la pendiente

Respuesta.
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