8. LAS PRUEBAS (2

Cuando necesitamos comparar la distribución de una variable categórica en una muestra, con la distribución de una variable categórica en otra muestra se utiliza la prueba de (2. Por ejemplo, una psiquiatra ha clasificado por clase socioeconómica, a las mujeres entre 20 y 64 años que ha visto por auto envenenamiento, durante 2 años en su consulta, y las ha definido como muestra A. Al mismo tiempo, ha seleccionado otra muestra B utilizado mujeres de edad similar atendidas en el servicio de gastroenterología en el mismo hospital a las que se les ha aplicado la misma clasificación. Se establecieron cinco clases socioeconómicas y también se clasificó a las mujeres de acuerdo a la ocupación de sus padres o esposos. Los resultados aparecen en la Tabla 8.1.

	PRIVATE
Tabla 8.1 Distribución por clase socioeconómica de pacientes admitidas a las unidades de auto envenenamiento (muestra A) y gastroenterológica (muestra B)

	Clase Socioeconómica
	Muestras
 
	Total

n = a + b

	
	A 
	B
	

	I 
	17
	5
	22

	II
	25
	21
	46

	III
	39
	34
	73

	IV
	42
	49
	91

	V
	32
	25
	57

	Total
	155
	134
	289



La psiquiatra quiere investigar si la distribución de las pacientes, por clases sociales, difiere en las dos unidades. Se enuncia la hipótesis nula de que “no hay diferencia entre estas dos distribuciones”. Para ello se utilizó el test de chi cuadrado ((2). Por defecto, todas las pruebas (2 son de dos lados o colas.


Es importante enfatizar aquí, que las pruebas de (2 se calculan con los números reales de ocurrencias del suceso, no con porcentajes, proporciones, medias de observaciones, u otros estadísticos derivados. Se distingue aquí la letra griega ((2) para la prueba y la letra romana (x2) para el estadístico calculado.

La prueba (2 se realiza siguiendo los siguientes pasos:

· Para cada número observado (O) en la tabla, se debe encontrar un número “esperado” (E), según se señala en la siguiente tabla:
	PRIVATE
Restar cada numero esperado de cada numero observado 
	O - E

	Elevar al cuadrado la diferencia
	 (O – E)2

	Dividir los cuadrados obtenidos en cada celda de la tabla entre los números esperados en cada celda
	 (O- E)2 / E

	X2 es la suma de (O – E)2 / E
	∑ (O – E)2 / E


· Para calcular el número esperado de cada casilla de la tabla, se multiplica Total filas x Total columnas y se divide entre el total. Esto se ha realizado en las columnas (2) y (3) de la Tabla 8.2, la columna (2), 11,80 = (22 x 155/289); 24,67 = (46 x 155/289); en la columna (3) 10,20 = (22 x 134/289); 21,33 = (46 x 134 /289) y así sucesivamente. Es decir que los números esperados se calcula de la siguiente manera: filas x columnas / Total 

· La suma de los números esperados para cada muestra equivale a la suma de los números observados para cada muestra. Ahora se resta cada número esperado de su correspondiente número observado.

	PRIVATE
Tabla 8.2 Cálculo de la prueba x2 a partir de la tabla 8.1 

	Clase
(I) 
	Números esperados
	0 - E
	(0-E)2/E

	
	A 
(2)
	B
(3)
	A
(4)
	B
(5)
	A
(6)
	B
(7)

	I
	11.80
	10.20
	5.20
	-5.20
	2,292
	2,651

	II
	24.67
	21.33
	0.33
	-0.33
	0,004
	0,005

	III
	39.15
	33.85
	-0.15
	0.15
	0,001
	0,001

	IV
	48.81
	42.19
	-6.81
	6.81
	0,950
	1,009

	V
	30.57
	26.43
	1.43
	-1.43
	0,067
	0,077

	Total
	155.00
	134.00
	0
	0
	3,314
	3,833


(2 = 3,314 + 3,833 = 7,147   d.f. = 4     0,10<p<0,50

· Los resultados aparecen en las columnas (4) y (5) de la Tabla 8.2. Hay que tener en cuenta que:

1. La suma de estas diferencias siempre equivale cero.

2. Cada diferencia para la muestra A es apareada para la misma cifra, pero con signo opuesto, por ejemplo B.

· Las cifras de las columnas (4) y (5) se elevan al cuadrado y se dividen por el correspondiente número esperado en las columnas (2) y (3). Los resultados aparecen en las columnas (6) y (7). Finalmente se suman estos resultados, (0 – E)2 /E  y su suma es el estadístico x2.

· Habiendo obtenido un valor para x2, se mira en una tabla de distribución x2 la probabilidad de distribución ligada al valor (Tabla C Apéndice). Tal como con la tabla t, debemos entrar a esta tabla con cierto número de grados de libertad. 
· Cuando se hace una comparación entre una muestra y otra, como en la Tabla 8.1, los grados de libertad es igual a (número de columnas menos uno) x (número de filas menos uno) (no cuentan la fila y la columna que contienen los totales). Para los datos de la Tabla 8.1 esto es (2-1) x (5-1) = 4. 

· Entrando a la Tabla C con 4 grados de libertad y leyendo a lo largo de la fila se encuentra que el valor de x2 (7,147) cae entre 3,357 y 7,779. La correspondiente probabilidad está entre: 0,10<p<0,50. Este resultado está bastante por encima del nivel convencional de significación del 0,05, o 5%, así que no se rechaza la hipótesis nula, por tanto, es muy posible que en la distribución de los pacientes según clases socioeconómicas, la población de la cual se obtuvo la muestra A, fuera la misma que la población de la que se obtuvo la muestra B.

TABLAS CRUZADAS


Una forma especial de la prueba x2, rápida de calcular y práctica, es aplicable cuando los resultados de una investigación se pueden poner en una “tabla cruzada” o “tabla de contingencia de 2 X 2”.


Por ejemplo, un estudio relaciona la lactancia materna con la profesión de los padres, según sean granjeros o pintores. Se revisan los registros desde hace 10 años, en los cuales se ha registrado si la madre alimenta con pecho al bebé durante al  menos 3 meses o no, según si la profesión del marido era un pintor o un granjero (o alguna otra ocupación menos frecuente en su práctica). Los resultados obtenidos aparecen en la Tabla 8.3. La disparidad parece considerable, porque, aunque el 28% de las esposas de los pintores daban el pecho a sus bebés durante 3 meses o más, las esposas de los granjeros lo hacían en un 45%. ¿Es real esta diferencia?

	PRIVATE
Tabla 8.3 Número de esposas de pintores y granjeros que alimentaron al pecho a sus bebés durante menos de 3 meses o durante 3 meses o más

	 
	Alimentado al pecho durante

	
	Menos de 3 meses
	3 meses o más
	Total

	Esposas de los pintores
	36
	14
	50

	Esposas de los granjeros
	30
	25
	55

	Total
	66
	39
	105



La hipótesis nula establecida es que no hay diferencia entre las esposas de los pintores y las esposas de los granjeros en el período durante el cual ellas alimentan al pecho a sus bebés. La prueba x2 en una tabla cruzada se puede calcular a través de una fórmula que ayude alcanzar una conclusión. Si a, b, c y d son los números en las celdas de la tabla como se muestra en la Tabla 8.4, en este caso la Variable 1 es alimentación al pecho (<3 meses (0), >= 3 meses (1)) y la Variable 2 es ocupación del marido (Pintor (0) o Granjero (1)), la x2 es calculada a partir de la siguiente fórmula:


En una tabla cruzada 2 x2 hay un grado de libertad de acuerdo con la regla dada anteriormente.

	PRIVATE
Tabla 8.4 Notación para la prueba x2 de dos grupos

	
 
	Variable 1

	
	0
	1
	Total

	Variable 2
	0
	a
	b
	a + b

	 
	1
	c
	d
	c + d

	Total
	
	a + c
	b + d
	a + b + c + d
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A partir de la Tabla 8.3 se realiza el cálculo:

(36 x 25) – (30 x 14)2 x 105 = 3,418

33 x 39 x 55 x 50


Entrando a la Tabla x2 con un grado de libertad leemos a lo largo de la fila y encontramos que 3,418 cae entre 2,706 y 3,841. Por consiguiente 0,05<p<0,1. Así, a pesar de una aparentemente considerable diferencia entre las proporciones de las esposas de los pintores y las esposas de los granjeros que dan lactancia materna a sus bebés durante 3 meses o más, la probabilidad de que este resultado ocurra por azar es mayor del 5%.


Ahora calculamos un intervalo de confianza de la diferencia entre las dos proporciones, como se describió en el Capítulo 6. En este caso usamos el error estándar basado en los datos observados, no la hipótesis nula. Podemos calcular el intervalo de confianza tanto en las columnas como en las filas y es importante que comparemos proporciones de la variable resultado, esto es, lactancia materna.

[image: image2.png]site,-pye  [PEROEOE 0T s




P1 = 14 / 50 = 0,28, P2 = 25 / 55 = 0,45,  p1 – p2 = 0,17.

El intervalo de confianza al 95% es 

0,17 – 1,96 x 0,0924 a 0,17 + 1,96 x 0,0924 =  -0,011 a 0,351
Así, el intervalo de confianza al 95% es amplio, e incluye el cero, como cabría esperar debido a que la prueba de x2 no fue significativa al nivel del 5%.

NÚMEROS PEQUEÑOS


Cuando los números en una tabla de contingencia de 2 x 2 son pequeños, la aproximación a la x2 es peor. Se deben tener en cuenta las siguientes recomendaciones:

· En tablas cruzadas no debe usarse una prueba x2 si el total de la tabla es menor de 20, o si el total cae entre 20 y 40 y también si el valor esperado más pequeño (no el observado) es menor de 5 en alguna celda.
· En tablas de contingencia con más de un grado de libertad, es inapropiado su uso si más de, una quinta parte de las celdas tienen valores esperados menores de 5 o, cualquier celda tiene un valor esperado de menos de 1.

· Una alternativa a la prueba x2 para tablas cruzadas es la prueba exacta de Fisher que se describe en el Capitulo 9. 

· Cuando los valores en una tabla cruzada son bastante pequeños, se puede usar una “corrección de continuidad” conocida como la “corrección de Yates” Aunque no hay reglas que señalen de forma precisa cuando utilizar la corrección de Yates lo adecuado es incorporarla dentro de los cálculos de x2 , en tablas con un total de menos de 100 o con valores inferiores a 10 en cualquier celda. La prueba x2 en una tabla cruzada se modifica según la siguiente formula:

[((Iad – bcI) – 0,5) (a + b + c +d)2 (a + b + c + d)]
    



 (a + b) (c + d) (b + d) (a + c)


Las barras verticales a los lados de ad – bc significan que del mayor de estos dos productos se resta el menor. Se resta 0,5 del total de los cuatro, a partir de que la diferencia proporciona la corrección de Yates. El efecto de la corrección es reducir el valor de la x2.


Aplicándola a los números de la Tabla 8.3 da el siguiente resultado:

[(I36 x 25I) – (30 x 14) – (105/2)2 x 105 = 2,711

         



 (66 x 39 x 55 x 50)


En este caso x2 = 2,711 cae entre el mismo rango del valor p como la x2 = 3,418 que obtuvimos sin la corrección de Yates (0,05<p<0,01), pero el valor p es más cercano a 0,1 que lo que fue en el cálculo previo. En las tablas cruzadas que contienen frecuencia menores que en la Tabla 8.3 la reducción del valor p por la corrección de Yates puede cambiar un resultado de significativo a no significativo; en cualquier caso siempre se debe ser prudente en las conclusiones que se enuncien a partir de los resultados obtenidos en muestras pequeñas.
COMPARACIÓN DE PROPORCIONES


Anteriormente, en este capítulo, hemos comparado dos muestras con la prueba x2 respondiendo a la pregunta: “¿Son significativamente diferentes las distribuciones en cinco clases sociales de los miembros de estas dos muestras?”. Otra forma de plantear esta pregunta “¿Son las proporciones relativas de estas dos muestras las mismas en cada clase?”


Por ejemplo, un médico de empresa de una gran fábrica quiere inmunizar a los empleados contra la influenza. Se dispone de 5 vacunas de varios tipos basadas en los actuales virus, pero nadie conoce cuál es el más adecuado. De los 1350 empleados que aceptan ser inmunizados con alguna de las vacunas en la primera semana de Diciembre, el médico divide el total en 5 grupos aproximadamente iguales. Existen diferencias entre los números totales debido a la compleja organización de la fábrica. En la primera semana del mes de Marzo siguiente, examinó los registros para valorar cuántos empleados tuvieron influenza y cuántos no. El registro se clasificó por el tipo de vacuna usada (Tabla 8.5).

	PRIVATE
Tabla 8.5 Gente que tuvo y que no tuvo influenza después de la inoculación con una de las cinco vacunas

	Tipo de vacuna 
	Número de empleados

	
	Tuvo influenza
	No tuvo influenza
	Total

	I
	43
	237
	280

	II
	52
	198
	250

	III
	25
	245
	270

	IV
	48
	212
	260

	V
	57
	233
	290

	Total
	225
	1125
	1350



En la Tabla 8.6 los datos fueron analizados con la prueba x2. Se calcularon los valores esperados, según la hipótesis nula es que no hay diferencia entre las vacunas y su eficacia contra la influenza., posteriormente se sigue el procedimiento mostrado en la Tabla 8.1 y la Tabla 8.2.


Los cálculos hechos en la Tabla 8.6 muestran que la x2 con 4 grados de libertad es 16,564, y 0,001<p<0,01. Esto es un resultado altamente significativo. Pero ¿qué significa esto?

	PRIVATE
Tabla 8.6 Cálculo de la prueba x2 con base en los números de la tabla 8.5 

	Tipo de vacuna
	Números esperados
	0 - E
	(0 - E)2/E

	
	Tuvo influenza 
	No tuvo influenza 
	Tuvo influenza 
	No tuvo influenza
	Tuvo influenza 
	No tuvo influenza

	I
	46.7
	233.3
	-3.7
	3.7
	0.293
	0.059

	II
	41.7
	208.3
	10.3
	-10.3
	2.544
	0.509

	III
	45.0
	225.0
	-20.0
	20.0
	8.889
	1.778

	IV
	43.3
	216.7
	4.7
	-4.7
	0.510
	0.102

	V
	48.3
	241.7
	8.7
	-8.7
	1.567
	0.313

	Total
	225.0
	1125.0
	0
	0
	13.803
	2.761


X2 = 16,564, grados de libertad = 4,  0,001<p<0,01.

PARTICIÓN DE X2


Los datos de la Tabla 8.6 muestran que la mayor contribución a la x2 total viene de los números para la Vacuna III. Ellos son 8,889 y  1,778, lo cual junto equivale a 10,667. Si se resta este valor del total de x2, 16,564 – 10,667 = 5,897. Nos da una cifra aproximada para la x2 de los remanentes de la tabla con 3 grados de libertad (eliminando la vacuna III hemos reducido la tabla a 4 filas y 2 columnas). Entonces encontramos que 0,1<p<0,5, un resultado no significativo, aunque, esto es una aproximación mas grosera. 
Para comprobarlo exactamente aplicaremos la prueba x2 a las cifras en la Tabla 8.4 menos la fila para la vacuna III. En otras palabras, la prueba se realiza ahora con las cifras para las vacunas I, II, IV y V. En estas cifras x2 = 2,983; grados de libertad = 3; 0,1<p<0,5. Así la probabilidad cae entre los mismos límites que obtuvimos con la aproximación dada arriba. Podemos concluir que las cifras para la vacuna III son responsables del resultado altamente significativo de la x2 total de 16,564.


Pero esto no es bastante para finalizar la historia. Antes de concluir a partir de estos números que la vacuna III es superior a las otras debemos llevar a cabo una comprobación de otras posibles explicaciones para la diferencia encontrada. El proceso de aleatorización en la elección de las personas para recibir cada una de las vacunas debería haber compensado cualquier diferencia entre los grupos, pero puede haber permanecido alguna diferencia debido a la casualidad. 
Así nos debemos plantear: ¿Tenia la población que recibió la vacuna III la misma probabilidad de estar expuesta a la infección que aquéllos que recibieron las otras vacunas? ¿Podían tener un elevado nivel de inmunidad previa a la infección? ¿Eran comparables en estatus socioeconómico? ¿Tenian una edad similar en promedio? ¿Estaban los sexos distribuidos de forma comparable? Aunque algunas de estas características podían haber sido más o menos compensada por el proceso de aleatorización estratificada, lo adecuado es comprobar que han sido igualados, antes de atribuir la discrepancia numérica en el resultado, a la potencia de la vacuna.

COMPARACIÓN DE UNA DISTRIBUCIÓN OBSERVADA Y UNA TEÓRICA


En los casos examinados hasta ahora, los valores observados en una muestra se han comparado con los valores observados en otra. Pero algunas veces, queremos comparar los valores observados en una muestra con una distribución teórica.


Por ejemplo, un genetista tiene una población criada de ratones en su laboratorio. Algunos son totalmente blancos, otros tienen una pequeña mancha de pelos marrones en la piel, y otros tienen una gran mancha. De acuerdo a la teoría genética de la herencia de estas manchas coloreadas de pelo, la población de ratones debería incluir 51% enteramente blancos, 40,8% con una pequeña mancha marrón y 8,2% con una gran macha marrón. De hecho, entre los 784 ratones en el laboratorio 380 son enteramente blancos, 330 tienen una pequeña mancha marrón y 74 tienen una gran mancha marrón. ¿Las proporciones difieren de las esperadas?

	PRIVATE
Tabla 8.8 Cálculo de x2 para la comparación entre la distribución real y la distribución teórica

	Ratón
	Casos observados
	Proporciones teóricas
	Casos esperados
	O - E
	(O - E)2/E

	Enteramente blanco
	380
	0.510
	400
	-20
	1.0000

	Pequeña mancha marrón
	330
	0.408
	320
	10
	0.3125

	Gran mancha marrón
	74
	0.082
	64
	10
	1.5625

	Total
	784
	1.000
	784
	0
	2.8750



Los datos se muestran en la Tabla 8.8. Los números esperados son calculados aplicando las proporciones teóricas al total, a saber 0,510 x 784, 0,408 x 784, y 0,082 x 784. Los grados de libertad se calculan a partir del hecho de que, la única limitación es que el total para los casos esperados debe equivaler al total de los casos observados, y así los grados de libertad es el número de filas menos uno. Después de eso, el procedimiento es el mismo que en cálculos previos de x2. En este caso llegamos a 2,875. A la tabla x2 se entra con 2 grados de libertad. Encontramos que 0,2<p<0,3. Consecuentemente no se descarta la hipótesis nula de la no diferencia entre la distribución observada y la esperada teóricamente. Los datos están de acuerdo a la teoría.

PRUEBA DE MCNEMAR


La prueba de McNemar para datos nominales pareados se ha descrito, usando una aproximación Normal. En vista de la relación entre la distribución Normal y la distribución x2 con un grado de libertad, se puede rescatar la prueba de McNemar como una variante de la prueba x2. Los resultados se suelen expresado como aparece en la Tabla 8.9. 

	PRIVATE
Tabla 8.9 Notación para la prueba de McNemar

	
	Primer par de sujetos

	
	
	Variable 1
	

	
	Variable 2
	0
	1
	Total

	Segundo par de sujetos
	0
	e
	f
	e + f

	
	1
	g
	h
	g + h

	Total
	

	e + g
	f + h
	n


	PRIVATE
Tabla 8.10 Datos para la prueba de McNemar

	
	Primer par de sujetos

	
	Respondió
	No respondió

	Segundo par de sujetos
	Respondió 
	16
	10

	
	No respondió
	23
	5


La prueba de McNemar es entonces




X2  =   (f - g) 2    con  1 d.f.





(f + g)

O con una corrección de continuidad
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A partir de los datos de la tabla 8.10, se observa que:
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A partir de la Tabla C (apéndice) encontramos que para ambos valores de x2 0,02<p<0,05. El resultado es idéntico usando la aproximación Normal, descrita en el Capítulo 6, el cual es la raíz cuadrada de este resultado.

Preguntas comunes
Tengo datos apareados, pero el criterio de apareamiento fue muy débil. ¿Debo usar la prueba de McNemar?


El principio general es que si los datos están apareados en cualquier forma, el análisis lo debe tener en cuenta. Si el apareamiento es débil entonces el análisis apareado y el análisis no apareado deben ser concordantes. En algunos casos, cuando hay un gran número de pares con el mismo resultado, podría parecer que la prueba de McNemar está descartando información, y de esta manera perdiendo potencia. Sin embargo, imaginemos que tratamos de decidir cuál de dos saltadores de altura es el mejor. Cada uno de ellos salta sobre una barra a una altura fija, y entonces la altura se incrementa. Sólo cuando uno falla para saltar una altura dada y el otro lo consigue es cuando se puede anunciar un ganador. No interesa cuántos saltos han aprobado ambos.

Ejercicios

8.1 En un ensayo de un nuevo fármaco contra un fármaco estándar para el tratamiento de la depresión, el nuevo fármaco causó alguna mejoría en el 56% de 73 pacientes y el fármaco estándar alguna mejoría en 41% de 70 pacientes. Los resultados se evalúan son evaluados en 5 categorías como sigue:

	PRIVATE
Nuevo tratamiento: mucha mejoría 18, mejoría 23, sin cambio 15, peor 9, mucho peor 8; 

Tratamiento estándar: mucha mejoría 12, mejoría 17, sin cambio 19, peor 13, mucho peor 9.


¿Cuál es el valor de la x2 sin tomar en cuenta el valor ordenado de los datos?; ¿Cuál es el valor de la prueba x2 para tendencia y el valor p? ¿Cuántos grados de libertad hay? ¿Cuál es el valor de p en cada caso?

8.2 Se está siendo investigado un brote de pediculosis capitis en una escuela de niñas con 291 alumnas. De 130 niñas que viven en un internado 18 estaban infestadas y de 161 que viven en sus domicilios familiares  37 estaban infestadas. ¿Cuál es el valor de x2 de la diferencia, y qué es lo que esto significa? Encuentre la diferencia en tasas de infestación y un intervalo de confianza al 95% para la diferencia.

8.3 Las 55 niñas afectadas fueron divididas al azar en dos grupos de 29 y 26. El primer grupo recibió una aplicación local estándar y el segundo grupo una nueva aplicación local. La eficacia de cada una se midió por la erradicación de la infestación después de una aplicación. Medida de esta manera la aplicación estándar falló en 10 casos y la nueva aplicación en 5. ¿Cuál es el valor x2 de la diferencia (con corrección de Yates), y cuál es su significado? ¿Cuál es la diferencia en tasas de erradicación y un intervalo de confianza al 95% aproximado?

8.4 Un médico general revisó los registros de todos los pacientes en 4 consultas durante 1 año. En los nuevos casos de asma diagnosticados se anotó si el caso fue derivado o no al hospital. Se encontraron las siguientes derivaciones (total de casos entre paréntesis): consulta A, 14 (103); consulta B, 11 (92); consulta C, 39 (166); consulta D, 31 (221). ¿Cuáles son los valores x2 y p para la distribución de las derivaciones en estas consultas? ¿Sugieren los resultados que alguna consulta tiene significativamente más derivaciones que otras?
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