 7. LA PRUEBA T DE STUDENT


En un estudio se quiere probar la hipótesis nula de que no hay diferencia entre la media de una muestra y la media poblacional, así como la diferencia entre las medias de dos muestras. Se obtuvo la diferencia entre las medias, y la diferencia se divide por el error estándar de la diferencia. Si la diferencia es 1,96 veces su error estándar, o más, es probable que la diferencia exista con un error de equivocarnos de un 5%.


En las muestras pequeñas, la técnica a utilizar en las comparaciones en muestras pequeñas es la prueba t. Sus fundamentos de deben a WS Gosset, que lo escribio bajo el seudónimo de "Student" así que es conocida como prueba de Student. El procedimiento no difiere sustancialmente del usado para muestras grandes, pero es preferible utilizar este método cuando el número de observaciones es menor de 60, y debe usarse siempre que la muestra sea 30 o menos.

La aplicación de la distribución se utilizara cuando sea necesario dar respuesta a estos cinco problemas:

1. El cálculo de un intervalo de confianza para un media muestral.

2. Cálculo de la media y desviación estándar de una muestra y su estimación de la media de la población. ¿Conque nivel de significación difiere la media muestral de la media poblacional enunciada?

3. Se calculan las medias y desviaciones estándar de dos muestras. ¿Provienen ambas muestras de la misma población?

4. Se hacen observaciones pareadas en dos muestras (o en sucesión en una muestra). ¿Cuál es la significación de la diferencia entre las medias de los dos conjuntos de observaciones?

En cada caso el problema es esencialmente el mismo -a saber, establecer múltiplos de errores estándares a los cuales se les pueden asignar probabilidades. Estos múltiplos son el número de veces que una diferencia puede ser dividida por su error estándar. Se ha visto que con muestras grandes 1,96 veces el error estándar tiene una probabilidad de 5% o menos, y 2,576 veces el error estándar una probabilidad de 1% o menos (Tabla A apéndice). Con muestras pequeñas estos múltiplos son grandes y al disminuir la muestra se convierten en más grandes.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA DE UNA MUESTRA PEQUEÑA

Una enfermedad congénita rara, causa una reducción en la concentración de sodio sanguíneo. Lo que se considera que es un signo útil para el diagnostico, así como una clave para medir la eficacia del tratamiento. Se conoce poco acerca del tema, pero el director de un departamento dermatológico en un hospital está interesado en la enfermedad y tiene recogidos más casos que cualquier otro. Aún así, solo ha visto 18 casos. Los pacientes tienen unas edades comprendidas entre 20 y 44 años.


La concentración media de sodio sanguíneo de estos 18 casos fue 115 mmol/l, con una desviación estándar de 12 mmol/l. Asumiendo que la concentración de sodio sanguíneo se distribuye normalmente ¿cuál es el intervalo de confianza al 95% dentro del cual se puede esperar que caiga la media de la población total de tales casos?


Los datos son:

Numero de observaciones:    





  18

Concentración media de sodio sanguíneo



115

Desviación estándar






  12

Error estándar de la media

SD/√n = 12/√18 =  2,83mmol/l

Para encontrar el intervalo de confianza al 95% por arriba y por debajo de la media tenemos que encontrar un múltiplo del error estándar. En las muestras grandes hemos visto que el múltiplo es 1,96 (Capítulo 4). Para muestras pequeñas usamos la tabla de t (Tabla B, Apéndice). Como la muestra es pequeña la t será grande para cualquier nivel particular de probabilidad. A la inversa, cuando la muestra sea grande, la t será pequeña y se aproximará a los valores de Z dados en la Tabla A, igualandolos para muestras infinitamente grandes.


Dado que el tamaño de la muestra influye en el valor de la t, el tamaño de la muestras se calcula en relación al valor de t para las probabilidades en la tabla. La columna de la izquierda está señalada como d.f. por "grados de libertad" ("degrees of freedom"). El uso de estos ya se explicó en el cálculo de la desviación estándar (Capítulo 2). En la práctica, los grados de libertad suman en estas circunstancias uno menos el número de observaciones en la muestra. Con estos datos, tenemos 18 - 1 = 17 d.f. Esto es debido a que sólo 17 observaciones del número total de observaciones se necesitan  para especificar la muestra, la 18ava viene determinada por diferencia.


Para encontrar el número por el cual debemos multiplicar el error estándar para dar el intervalo de confianza al 95% entramos en la Tabla B en 17 en la columna de la izquierda y leemos hasta la columna rotulada 0,05 para descubrir el número 2,110. Los intervalos de confianza al 95% de la media se calculan como sigue:

Media ± 2,110 SE de la Media  

Lo cual nos da:

115 - (2,110 x 2,83) a 115 + 2,110 x 2,83 o 109,03 ÷ 120,97 mmol/l


Podemos decir entonces, con una oportunidad del 95% de acertar, que el rango 109,03 ÷ 120,97 mmol/l incluye la media poblacional.


Del mismo modo, a partir de la Tabla B el intervalo de confianza de la media al 99% es:

Media + 2,898 SE la Media - 2.898 SE

Lo cual da:

115 - (2,898 x 2, 83) a 115 + (2,898 x 2, 83) o 106,80 ÷ 123,20 mmol/l

COMPARACION  DE LA MEDIA MUESTRAL (OBSERVADA) A LA MEDIA POBLACIONAL (PRUEBA T DE UNA MUESTRA).


El valor medio de la concentración de calcio plasmático en los 18 pacientes fue de 3,2 mmol/l, con una desviación estándar de 1,1. Se conoce que en la población sana de 20 a 44 años, las cifras de calcio es cercana al 2,5 mmol/l ¿Es alta la media de calcio de estos pacientes?

La explicación se establece como sigue:

Media de la población general




2,5 mmol/l

Media de la muestra         





3,2 mmol/l

Desviación estándar de la muestra, SD



1,1 mmol/l

Error estándar de la media muestral, SD/√n = 1,1/√18
0,26 mmol/l
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Diferencia entre medias 


µ - X = 2,5 – 3,2 =   0,7 mmol/l

Valor de t= diferencia entre medias dividido por error estándar de la media muestral
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Ignorando el signo del valor t, y entrando en la Tabla B a 17 grados de libertad, encontramos que 2,69 está entre valores de probabilidad de 0,02 y 0,01, en otras palabras, entre 2% y 1% y así 0,01 P < 0,02. Es por tanto improbable que la muestra con media 3,2 venga de una población con media 2,5, y podemos concluir que la media muestral es alta, al menos estadísticamente. La interpretación clínica de un valor anormalmente alto es algo que debe considera se de forma individual por el médico en función de cada caso.

COMPARACION ENTRE MEDIAS DE DOS MUESTRAS


Aquí aplicamos un procedimiento modificado para encontrar el error estándar de la diferencia entre dos medias y probamos el tamaño de la diferencia según este error estándar (ver Capítulo 5 para muestra grandes). Para muestras grandes se usa la desviación estándar de cada muestra, para calcular el error estándar de la diferencia entre las medias. Para muestras pequeñas se calcula una desviación estándar combinada para las dos muestras.

Los supuestos son:

1. Que los datos sean cuantitativos y supuestamente normales

2. Que las dos muestras vengan de distribuciones que pueden diferir en su valor medio, pero no en la desviación estándar

3. Que las observaciones sean independientes unas de otras

La tercera asunción es la más importante. En general, las medidas repetidas en los mismos individuos no son independientes. Si nosotros tenemos 20 úlceras en pierna de 15 pacientes, entonces tenemos sólo 15 observaciones independientes.

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento.

Se ha demostrado que la incorporación de fibra a la dieta es beneficiosa para los pacientes con diverticulosis. Existen en le mercado diversas preparaciones de fibras, y una medica quiere probar la eficacia de dos de ellas en pacientes, para valorar la eficacia de una con relación a la otra. Entre las consecuencias de administrar fibra que se necesita probar, está el tiempo de tránsito a través del canal alimentario. ¿Es diferente este en los dos grupos de pacientes según la administración  de una u otro preparado?.

La hipótesis nula es que no existe diferencia entre los dos grupos. Por distribución aleatoria se seleccionan dos grupos de pacientes entre 40 y 64 años con diverticulosis de severidad comparable. La muestra 1 contiene 15 pacientes a los que se les da el tratamiento A, y la muestra 2 contiene 12 pacientes a los que se les da el tratamiento B. Los tiempos de tránsito de los alimentos a través del intestino se miden por técnicas estándar con bolitas marcadas y los resultados se registran, según incrementos de tiempos, en la Tabla 7.1.

PRIVATE
Table 7.1 Tiempos de tránsito de las bolitas marcadas a través del canal alimentario de pacientes con diverticulosis con dos tipos de tratamiento: comparación no pareada.


Tiempos de tránsito (h)


Muestra 1 (Tratamiento A)
Muestra 2 (Tratamiento B)

 
44
52

 
51
64

 
52
68

 
55
74

 
60
79

 
62
83

 
66
84

 
68
88

 
69
95

 
71
97

 
71
101

 
76
116

 
82


 
91


 
108


Total
1026
1001

Media
68.40
83.42

Los datos que aparecen en la tabla 7.1, se considera aproximados a la Normalidad con igualdad de variancias. El diseño sugiere que las observaciones son efectivamente independientes. Dado que es posible que la diferencia en los tiempos medios de tránsito para A-B sea positiva o negativa, se empleara un test de dos colas.

Figura 7.1 Tiempos de tránsito para dos preparaciones de fibra

[image: image3.png](- 1)s]




Con el tratamiento A el tiempo medio de tránsito fue 68,40 h y con el tratamiento B 83,42 h. ¿Cuál es la significación de la diferencia de 15,02 h?


El cálculo se realiza así:

· Obtener la desviación estándar en la muestra 1: S1
· Obtener la desviación estándar en la muestra 2: S2
· [image: image4.png](np-1)s



Multiplicar el cuadrado de la desviación estándar de la muestra 1 por los grados de libertad, que es el número de sujetos menos uno:

· [image: image5.png]¢ o si (- 1)
L n +n,-2



Repetirlo para la muestra 2

· [image: image6.png]


Sumar los dos y dividir por el total de grados de libertad

El error estándar de la diferencia entre las medias es

[image: image7.png]SE(x1-%2) = §,





Que también se puede escribir como:

[image: image8.png]



Cuando la diferencia entre las medias se divide por su error estándar el resultado es t. Así, 

[image: image9.png]8342 - 6840
7= 6380 2282




La tabla de la distribución t Tabla B (apéndice) da los valores p para dos colas y  se entra en (n1-1) + (n2-1) grados de libertad.


Para los tiempos de tránsito de la tabla 7.1,

Tratamiento A 

Tratamiento B

n1 = 15


n1 = 12

[image: image10.png]o _ 14x271.2609 + 11 x 3108169
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[image: image11.png]SE (x1-x2)= 28867115 + 28867112



 x = 68,4


[image: image12.png]= 6580



 x = 83,42

S1 = 16,47


S2 = 17,63
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Con 25 grados de libertad (esto es (15-1) + (12-1)), el valor de t = 2,282 cae entre 2,060 y 2,485. Así la P está entre 0.02< P <0.05. Este grado de probabilidad es más pequeño que el nivel convencional de 5%. La hipótesis nula de que no hay diferencia entre las medias es poco probable.


El intervalo de confianza al 95% se calcula según la siguiente formula:
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 ( X1 – X2 ) ± t (n1+n2 -2) x SE
Esto es

83,42 - 68,40 = 15,02

2,06 (valor inferior del intervalo de t)  x 6,582 =13,56

15,02 - 13,56 a 15,02 + 13,56  siendo el intervalo de la diferencia =  

[image: image19.png]-651437 = -1487





1,46 a 18,58 h.
DESVIACIONES ESTÁNDAR DESIGUALES

[image: image20.png]



Si las desviaciones estándar en los dos grupos son muy diferentes, por ejemplo si la razón de la mayor respecto a la pequeña es mayor que dos, en esa situación no se cumple uno de las supuestos de la prueba t (que las dos muestra vienen de poblaciones con la misma desviación estándar) y entonces habrá que aplicar una prueba aproximada, descrita por Armitage y Berry, (1) que admite desviaciones estándares desiguales:

Esto es similar a calcular el error estándar de la diferencia en dos proporciones bajo la hipótesis alternativa como se describió en el Capítulo 6.

Se calcula

Los grados de libertad para calcular el estadístico t, se calcula con la siguiente formula:


Aunque esto puede parecer muy complicado, se puede calcular muy fácilmente con una calculadora sin tener que escribir pasos intermedios. El resultado de grados de libertad puede no ser un numero entero y no aparecer en las tablas. En este caso se debería redondear al entero más cercano. 

Muchos paquetes estadísticos realizan esta prueba por defecto, y para obtener la prueba de igualdad de variancias hay que indicarla específicamente. La prueba t con variancias desiguales tiende a ser menos potente que la prueba t habitual donde las variancias son iguales. 

DIFERENCIA ENTRE MEDIAS DE MUESTRAS PAREADAS (PRUEBA t PAREADA)


Cuando se comparan los efectos de dos tratamientos alternativos o experimentos, por ejemplo, en ensayos cruzados, ensayos aleatorios en los cuales la aleatorización es entre pares iguales, o estudios caso control apareados (ver Capítulo 13), a veces es posible hacer comparaciones en pares. Apareando controles para las variables apareadas, puede conducir a un estudio más potente.

La prueba se deriva de la prueba t para muestras simples, usando los siguientes supuestos.

1. Los datos son cuantitativos

2. La distribución de las diferencias (no los datos originales), es presumiblemente Normal.

3. Las diferencias son independientes una de otra.

El primer caso a considerar es cuando cada miembro de la muestra actúa como su propio control. Para minimizara cualquier efecto de los tratamientos, la elección de si el tratamiento A o el tratamiento B se da en primero o segundo lugar a cada miembro de la muestra, se deberá determinar usando la tabla de números aleatorios Tabla F (apéndice). Ocasionalmente es posible dar ambos tratamientos simultáneamente, como en el tratamiento de una enfermedad de la piel aplicando un remedio a la piel en lados opuestos del cuerpo. 

Volvamos a los estudios de fibra en el tratamiento de diverticulosis señalado anteriormente. La médica se preguntaba si el tiempo de tránsito sería más corto si la fibra se da en la misma dosis en tres comidas durante el día (tratamiento A) o en una comida (tratamiento B). Se elige una muestra aleatoria de pacientes con enfermedad de severidad comparable y edad entre 20-44 y se administran los dos tratamientos en dos ocasiones sucesivas, el orden de los tratamientos se ha determinado a partir de la tabla de números aleatorios. Los tiempos de tránsito alimentario y las diferencias para cada par de tratamientos están expuestos en la Tabla 7.2

PRIVATE
Tabla 7.2 Tiempos de tránsito de pelotas marcadas a través del canal alimentario de 12 pacientes con diverticulosis en dos tipos de tratamiento: comparación pareada


Tiempos de tratamiento 




Paciente
Tratamiento A
Tratamiento B
Diferencia A-B

1
63
55
8

2
54
62
-8

3
79
108
-29

4
68
77
-9

5
87
83
4

6
84
78
6

7
92
79
13

8
57
94
-37

9
66
69
-3

10
53
66
-13

11
76
72
4

12
63
77
-14

Total
842
920
-78

Media
70,17
76,67
-6,5

Calculando a bulto las observaciones pareadas trabajamos con la diferencia, d, entre los miembros de cada par. La primera tarea es encontrar la media de las diferencias entre las observaciones y luego el error estándar de la media, procediendo como sigue:


Encuentre la media de las diferencias,  d = 6,5

Encuentre la desviación estándar de las diferencias, SD. =15,14

Calcule el error estándar de la media  = 15,14/√12 = 4,37

Para calcular t, divida la media de las diferencias entre el error estándar de la media


A la tabla de la distribución t se entra con n-1 grados de libertad (número de pares menos 1). Para los datos de la Tabla 7.2 nosotros tenemos


SD = 15,14  y 15,14/√12 = 4,37
Entrando en la Tabla B con 11 grados de libertad (n-1) e ignorando el signo menos, encontramos que este valor cae entre 0,697 y 1,796. Leyendo el valor de la probabilidad, vemos que 0,1<p<0,5. La hipótesis nula es que no hay diferencia entre la media de los tiempos de tránsito en estas dos formas de tratamiento. A partir de nuestros cálculos, esto no se puede rechazar. Sin embargo, esto no significa que los dos tratamientos sean equivalentes. Para ayudarnos a decidir sobre esto calculamos el intervalo de confianza. 

Un intervalo de confianza al 95% para la diferencia media viene dado por:


En este caso t11 en p = 0,05 es 2,201 (Tabla B) y así el intervalo de confianza es:

-6.5 - 2.201 x 4.37 a -6.5 + 2.201 x 4.37 h. o -16.1 a 3.1h.

Este intervalo es muy amplio, por lo que no podemos realmente concluir que las dos preparaciones sean equivalentes, además al pasar de negativo  a positivo, en algún momento ha pasado por el cero y por tanto no ha habido diferencia, por lo que deberíamos repetir el estudio con un tamaño de muestra más grande.


El segundo caso a considerar en una comparación pareada es cuando se eligen dos muestras y cuando cada miembro de la muestra 1 es pareado con un miembro de la muestra 2, como en un estudio caso control pareado. Como el objetivo es probar la diferencia, si existe, entre dos tipos de tratamientos, la elección de miembros para cada par se diseña de tal forma que sean lo mas parecidos posible.

Cuanto más parecidos sean, más evidente será cualquier diferencia debida al tratamiento, y entonces las diferencias encontradas en los resultados no estarían afectados por disparidades entre los miembros del par. Por ejemplo, en una prueba para una droga que reduce la presión sanguínea el color de los ojos de los pacientes probablemente sería irrelevante, pero su presión sanguínea diastólica en reposo podría proporcionar una buena información para seleccionar los pares. Otra (tal vez relacionada) base es el pronóstico de la enfermedad, en general, los pacientes con un pronóstico similar son los mejores pares. En cualquier criterio elegido, es esencial que los pares sean construidos antes de que se administre el tratamiento y el apareamiento no debe estar influido por el conocimiento de los efectos del tratamiento.

Preguntas comúnes
¿Debo probar la Normalidad de mis datos antes de usar la prueba t?

Esto es lo primero que se debería probar, debido a que la prueba t asume la Normalidad. El problema es que la prueba de Normalidad depende del tamaño de la muestra. Con una muestra pequeña un resultado no significativo no significa que los datos vengan de una distribución Normal. Por otro lado, con una muestra grande, un resultado significativo no significa que no podríamos usar la prueba, debido a que la prueba t es robusta a moderadas separaciones de la Normalidad –esto es, el valor p obtenido puede ser interpretado de forma valida. El principal problema a menudo son los “outliers” (valores inusuales) que inflarán las desviaciones estándar y darán a la prueba menos sensibilidad.

¿Debo probar la igualdad de las desviaciones estándar antes de usar la prueba t habitual?


El mismo argumento prevalece aquí como para la pregunta anterior acerca de la Normalidad. La prueba para igualdad de variancias es dependiente del tamaño de muestra. Una regla común es que si la razón de la mayor desviación estándar respecto a la menor es mayor de dos, entonces se deberá utilizar la prueba para variancias desiguales. Con un ordenador se puede realizar ambas, la prueba t para variancias iguales y desiguales y ver si la respuesta es diferente.

¿Por qué debo usar una prueba pareada si mis datos son pareados? ¿Qué pasa si no lo hago?


El apareamiento proporciona información acerca de un experimento, y cuanto  mayor información puede proporcionar en el análisis, mayor sensibilidad tendrá la prueba. Una de las mayores fuentes de variabilidad es la variabilidad entre sujetos. Repitiendo las medidas dentro de los sujetos, cada sujeto actúa como su propio control, y se suprime la variabilidad entre sujetos. En general esto significa que si hay una verdadera diferencia entre los pares, la prueba pareada es más probable que lo recoja: es más poderosa. Cuando los pares son generados por apareamiento, el criterio de apareamiento puede que no sea importante. En este caso, las pruebas pareadas y no pareadas darán resultados similares.

Ejercicios

7.1 En 22 pacientes con una enfermedad hepática la fosfatasa alcalina plasmática encontrada en los resultados de  laboratorio tuvo un valor medio de 39 unidades King-Armstrong, con una desviación estándar de 3,4 unidades. ¿Cuál es el intervalo de confianza al 95% dentro del cual se puede esperar la media de la población de los casos cuyos resultados vienen del mismo laboratorio?

7.2 En los 18 pacientes con Síndrome de Everly el nivel medio de fosfato plasmático fue 1,7 mmol/l, la desviación estándar de 0,8. Si el nivel medio en la población general es 1,2 mmol/l, ¿Cuál es la significación de la diferencia entre esa media y la media de estos 18 pacientes?

7.3 En dos salas de un hospital geriátrico para mujeres ancianas, se encontraron los siguientes niveles de hemoglobina: 

Sala A: 12.2, 11.1, 14.0, 11.3, 10.8, 12.5, 12.2, 11.9, 13.6, 12.7, 13.4, 13.7 g/dl;

Sala B: 11.9, 10.7, 12.3, 13.9, 11.1, 11.2, 13.3, 11.4, 12.0, 11.1 g/dl.

¿Cuál es la diferencia entre los niveles medios en las dos salas, y cuál es su significación? ¿Cuál es el intervalo de confianza al 95% para la diferencia en los tratamientos?

7.4 Un nuevo tratamiento para la úlcera varicosa se compara con un tratamiento estándar en 10 pacientes pares de pacientes emparejados, donde el tratamiento entre pares es decidido usando números aleatorios. El resultado es el número de días desde el inicio del tratamiento hasta la cicatrización de la úlcera. Un médico es responsable del tratamiento y un segundo médico evalúa la cicatrización sin conocer quel tratamiento tiene cada paciente. Los siguientes tiempos de tratamiento fueron:

Tratamiento estándar: 35, 104, 27, 53, 72, 64, 97, 121, 86, 41 días;

Tratamiento nuevo: 27, 52, 46, 33, 37, 82, 51, 92, 68, 62 días.

¿Cuál es la diferencia media en el tiempo de cicatrización, el valor de la t, el número de grados de libertad, y la probabilidad? ¿Cuál es el intervalo de confianza al 95% para la diferencia?
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