9. PRUEBA EXACTA.

Cuando el numero de observaciones es pequeño, no es posible aplicar la prueba x2 (Capítulo 8) y se aplica la prueba exacta creada por Fisher, Irwin y Yates que permite realizar los cálculos para un numero pequeño de observaciones. Se han publicado tablas basadas en ella– por ejemplo por Geigy. – que señalan los niveles para los cuales se puede rechazar la hipótesis nula. El método aquí descrito permite calcular la probabilidad exacta de forma fácil, con la ayuda de una calculadora.

Considere la siguiente circunstancia. Unos soldados están siendo entrenados como paracaidistas. Una tarde con bastante viento 55 practican los saltos en dos localidades, zona de lanzamiento A y zona de lanzamiento B. De 15 hombres que saltan en la zona de lanzamiento A, 5 sufrieron esguince de tobillos, y de 40 que saltaron en la zona de lanzamiento B, solo dos sufrieron esguince de tobillos. La tasa de heridos en la zona de lanzamiento A parece excesivamente alta, así que el médico encargado decide investigar esta disparidad. ¿Es esta una diferencia que puede ser debida por azar? Si no es así, merece la pena estudiarse. Los datos están en la Tabla 9.1. La hipótesis nula es que no hay diferencia en la probabilidad de daño en cada zona de lanzamiento.

	PRIVATE
Tabla 9.1 Número de hombres lesionados y no lesionados en el entrenamiento de paracaidismo en dos zonas de lanzamiento  

	

	Lesionados
	No lesionados
	Total

	Zona de lanzamiento A
	5
	10
	15

	Zona de lanzamiento B
	2
	38
	40

	Total 
	7
	48
	55


El método consistirá  en describir la prueba y calcular, de la probabilidad exacta de observar el conjunto particular de frecuencias en la tabla, si los totales marginales (esto es, los totales en la última fila y columna) se mantienen en sus valores actuales. Pero, para calcular la probabilidad de obtener este conjunto de frecuencias, tenemos que añadir la probabilidad de obtener un conjunto de frecuencias mostrando mayor disparidad entre las dos zonas de lanzamiento. Esto es debido a que estamos preocupados por conocer la probabilidad no sólo de las cifras observadas, sino también de los casos más extremos, para calcular las áreas de las colas en el caso de variables continuas.

Por conveniencias del cálculo, la tabla se cambia para obtener el número más pequeño en la celda superior izquierda. Así pues comenzamos por construir  la tabla 9.2 a partir de la tabla 9.1 trasponiendo las filas superior e inferior. 

	PRIVATE
Tabla 9.2 Números en la tabla 9.1 reordenados para la prueba exacta de probabilidad

	
 
	Lesionados
	No Lesionados
	Total

	Zona de lanzamiento B 
	2
	38
	40

	Zona de lanzamiento A
	5
	10
	15

	Total 
	7
	48
	55


El número de tablas posibles con estos marginales totales es ocho, esto es, el marginal total más pequeño mas uno. Los ocho conjuntos están ilustrados en la tabla 9.3. Están numerados de acuerdo con la celda superior izquierda. Las cifras de nuestro ejemplo aparecen en el conjunto 2.

Para el caso general nosotros podemos usar la siguiente notación: (1)

	PRIVATE

	
	Primera variable
	

	
	
	1
	0
	 

	Segunda variable 
	1
	a
	b
	r1

	
	0
	c
	d
	r2

	 
	 
	s1
	s2
	N


Tabla 9.3 Conjuntos  (sets) de frecuencias en la tabla 9.2 con los mismos marginales totales
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La probabilidad exacta para cualquier tabla es ahora determinada a partir de la siguiente fórmula:

La admiración (!) indica “factorial” y significa la multiplicación sucesiva de números cardinales en series descendentes; por ejemplo, 4! Significa 4 x 3 x 2 x 1. Por convención 0! = 1. Las funciones factoriales están disponibles en la mayoría de las calculadoras; pero es necesario tener cuidado de no exceder el máximo número disponible en la calculadora. De forma general los factoriales se pueden calcular de forma sencilla en una calculadora. 

Con esta fórmula hemos encontrado la probabilidad ligada a las observaciones de la tabla 9.1, lo cual es equivalente para la tabla 9.2, y es expresado por el conjunto 2 de la tabla 9.3. También hemos encontrado las probabilidades ligadas a los casos más extremos. Si ad – bc es negativo, entonces los casos extremos se obtienen por las celdas a y d progresivamente decrecientes y b y c decrecientes en la misma cantidad (3). Para la tabla 9.2 ad – bc es negativo y así los casos más extremos son los conjuntos 0 y 1.

La mejor manera de hacer esto es empezar con el conjunto 0. Llamemos P0 a la probabilidad unida a este conjunto. Entonces, aplicando la fórmula, obtenemos:
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Cancelando términos:
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Calculando en una calculadora los factoriales. Se puede cancelar 8! a partir de 15! y 48! a partir de 55! y queda:
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= 0.0000317107 =0.0000317107*1000 =0.0317107
Ahora empezamos desde la izquierda, dividiendo y multiplicando alternativamente. Necesitamos una calculadora de 10 dígitos ó más para obtener resultados significativos. Como alternativa, podemos multiplicar el resultado por 1000. Esta opción alternativa da entonces 0,0317107. Continuamos trabajando con estos números, el cual es P0 x 1000, y ahora lo introducimos en la memoria al mismo tiempo que lo retenemos en la pantalla. 

Recuerde que estamos trabajando ahora con unidades 1000 veces más grandes que las unidades reales, para calcular la probabilidad para el conjunto 1, tomamos el valor de P0, multiplicándolo por b y c a partir del conjunto 0, y lo dividimos por a y d a partir del conjunto 1. Esto es el número para P1 que se retendrá en la pantalla. 
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De la misma manera, para calcular la probabilidad para el conjunto 2:


Asi seguiremos calculando las probabilidades de los diferentes conjuntos. 

Conjunto Probabilidad

0
 
0.0000317 

1 

0.0009866

2 

0.0115427 

3 

0.0664581 

4 

0.2049126 

5 

0.3404701 

6 

0.2837251 

7 

0.0918729 

Total 

0.9999998

Para comprobar el resultado, todas las probabilidades deben sumar uno (dentro de los límites del redondeo).

El conjunto observado (P2) tiene una probabilidad de 0,0115427. El valor p es la probabilidad de obtener el conjunto observado, o uno más extremo. Un valor p de una cola sería 0,0115427 (P2)+ 0,0009866 (P1)+ 0,0000317 (P0) = 0,01256; este es el enfoque convencional. Para obtener el valor de dos colas, doblamos el resultado de una cola, así p = 0,025 para el enfoque convencional. 


El enfoque convencional para calcular el valor P para la prueba exacta de Fisher se utiliza en un enfoque más conservador (esto es, requiere mayor evidencia que la que es necesaria para rechazar la hipótesis nula falsa). Hay otros enfoques menos conservadores, pero el más utilizado es el planteado, en donde para muestras grandes el valor P obtenido a partir de una prueba de chi cuadrado con corrección de Yates corresponderá al enfoque convencional, 

En cualquier caso, en este ejemplo el valor P es menor que el nivel convencional del 5%; por lo que el médico puede llegar a la conclusión que hay un problema en la zona de lanzamiento A. El cálculo de los intervalos de confianza para la diferencia en proporciones de muestras pequeñas es complicado, así que confiamos en la fórmula para muestra grande que aparece en el Capítulo 6. La forma de presentar el resultado es: Tasa de daño en la zona de lanzamiento A 33%, en la zona de lanzamiento B 5%; diferencia 28% (Intervalo de confianza al 95% 3,5% a 53,1%; p = 0,01256) (Test exacto de Fisher).

Preguntas comúnes

¿Por qué el test de Fisher se denomina una prueba exacta?

Debido a la naturaleza discreta de los datos, y la limitada cantidad de ellos, las combinaciones de resultados que dan los mismos marginales totales y las probabilidades ligadas a ellos, pueden ponerse en una lista. Así, dados estos marginales totales, podemos calcular exactamente cuál es la probabilidad de obtener un resultado observado, de la misma forma en que calculamos exactamente, la probabilidad de obtener seis caras de diez lanzamientos de una moneda. Una dificultad es que puede no haber combinaciones que se correspondan "exactamente” a 95%, así, podríamos no obtener un intervalo de confianza al 95% “exacto” pero (obtendríamos) uno con una cobertura del 97% o uno con una cobertura del 94%.

Ejercicios

9.1 De 30 hombres empleados en una pequeña fábrica, 18 trabajaban en un departamento y 12 en otro. En un año 5 de los 18 tuvieron una dermatitis en las manos, y de los 12 hombres del otro departamento lo hizo 1. ¿Hay diferencia entre los departamentos y cómo interpretaria usted este resultado?

Respuesta.

1
79

