5. DIFERENCIAS ENTRE MEDIAS: ERRORES TIPO I, II Y PODER.


En el capítulo 3 vimos que la media de una muestra tiene un error estándar, y que una media que se aparta más de dos veces el error estándar de la media poblacional se esperará que ocurra sólo en aproximadamente el 5% de las muestras. Igualmente, la diferencia entre las medias de dos muestras también tiene un error estándar. 
Normalmente no conocemos la media poblacional, así que podemos suponer que la media de una de nuestras muestras estimará la media poblacional. Puede suceder que la media muestral sea idéntica a la media poblacional, pero lo más probable es que tendrá un valor un poco por arriba o por debajo de la media de la población, y tendrá un 95% de posibilidad de que esté dentro de los valores comprendidos entre la media y ( 1.96 errores estándar de esa media de la población.


Consideremos ahora la media de la segunda muestra. Si la muestra viene de la misma población, esta media tendrá igualmente un 95% de oportunidad de caer dentro de 1,96 errores estándar de la media poblacional.


Así pues, si queremos saber si las medias de las muestras vienen de la misma población, estas deberán caer dentro de un cierto rango, elaborado a partir de las medias de las muestras y de los errores estándares correspondientes.

MUESTRA GRANDE. ERROR ESTÁNDAR DE LA DIFERENCIA ENTRE MEDIAS.


Si SD1 representa la desviación estándar de la muestra 1 y SD2 la desviación estándar de la muestra 2, n1 el tamaño en la muestra 1 y n2 el tamaño de la muestra 2, la siguiente formula nos permite calcular el error estándar de la diferencia entre dos medias:
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(5.1)

 
El cálculo es sencillo. El cuadrado de la desviación estándar de la muestra 1 y dividido por el número de observaciones en la muestra:

[image: image2.wmf](1)


El cuadrado de la desviación estándar de la muestra 2, dividido por el número de observaciones en la muestra:
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(2)
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SE suma (1) y (2).


Y se calcula la raíz cuadrada, para obtener la ecuación 5.1. Este es el error estándar de la diferencia entre las dos medias.

MUESTRA GRANDE. INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS.


A partir de los datos del ejemplo referido, queremos comparar la media de la presión sanguínea de los pintores, con la media de la presión sanguínea de los granjeros. Los datos están expuestos en la tabla 5.1 (una repetición de la tabla 3.1).

	PRIVATE
Tabla 5.1 Media de las presiones sanguínea diastólicas de pintores y granjeros

	
	Número
	Presión sanguínea diastólica media (mmHg)
	Desviación
Estándar (mmHg)

	Pintores
	72
	88
	4.5

	Granjeros
	48
	79
	4.2


Aplicando la formula para el cálculo del error estándar de la diferencia de las  medias me, tenemos: 
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= 0,81

La diferencia entre las medias es 88 – 79 = 9 mmHg.

Para muestras grandes, se puede calcular un intervalo de confianza al 95% para la diferencia en medias, con la siguiente formula:
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X ( 1,96 SD =    9 – 1,96 x 0,81 a 9 + 1,96 x 0,81 
Siendo el intervalo de confianza  de la diferencia de las medias
 7,41 a 10,59 mmHg.


Esto quiere decir que en el estudio realizado se encontró una diferencia entre las medias de 9, pero si repitiéramos el experimento varias veces las diferencias encontradas podrían estar 7,41 a 10,59  
HIPÓTESIS NULA Y ERROR TIPO I.


Al realizar la comparación de las medias de las presiones sanguíneas de los pintores y los granjeros, se está intentando probar la hipótesis de que, las dos muestras vienen de la misma población de presiones sanguíneas. La hipótesis a partir de la cual se estima que no hay diferencia, entre la población de la cual se extrajeron las presiones sanguíneas de los pintores, y la población de la cual se obtuvieron las presiones sanguíneas de los granjeros, se denomina hipótesis nula.


Pero, ¿qué significa “no diferencia”? La probabilidad con la que, casi podemos afirmar que no hay alguna diferencia entre las medias muestrales. De tal forma que, se deben establecer límites dentro de los cuales consideraremos que las medias que caen dentro de esos límites, no tienen ninguna diferencia significativa. Si establecemos los límites en dos veces el error estándar de la diferencia, y consideramos una media cuya diferencia cae fuera de este rango, como proveniente de otra población, tendremos un 5% de probabilidad de equivocarnos si la hipótesis nula (no diferencia) es en realidad verdadera. 

Si se obtiene una diferencia media mayor que dos errores estándar, se plantean dos opciones: o que la diferencia sea debida al azar, o que realmente existe esa diferencia encontrada y, por tanto, la hipótesis nula es incorrecta.


Rechazar la hipótesis nula cuando esta es verdadera, es lo que se conoce como un error tipo I. El nivel por el cual un resultado se declara significativo, se conoce como la tasa de error tipo I, frecuentemente denominada por α. Así una diferencia fuera de los límites que hemos establecido, y a la cual consideramos como “significativa”, no hace probable la hipótesis nula y por tanto, debemos concluir que, con un cierto error (habitualmente un 5%), debemos admitir la diferencia encontrada como real.


Un rango de no más de dos errores estándar, a menudo implica “no diferencia”, pero se puede elegir un rango de tres errores estándar (o más), si se desea reducir la probabilidad de un error tipo I.

PRUEBAS PARA DIFERENCIAS DE DOS MEDIAS


Al preguntarse si la diferencia en la presión sanguínea de los pintores y los granjeros, sea debida a que los datos se recogieron de un determinado médico general, se puede plantear la hipótesis nula de que no hay diferencia significativa entre ellas. La pregunta sería ¿Cuántos múltiplos de su error estándar representa la diferencia de medias?. Dado que la diferencia de medias es 9 mm Hg, y su error estándar es 0,81 mm Hg, la respuesta es: 9/0,81 = 11,1. Habitualmente, se denomina la razón de una estimación por su error estándar como “z”, esto es, z = 11,1. Utilizando los valores de la Tabla A (Apéndice), se observa que z está más allá de 3,391 desviaciones estándar, representando una probabilidad de 0,001 (ó 1 por 1000). La probabilidad de una diferencia de 11,1 errores estándares o más, ocurrida por azar, es por lo tanto, excesivamente baja, y por tanto la hipótesis nula de que esas dos muestras vengan de la misma población de observaciones, es muy improbable. La probabilidad se conoce como el valor p y se puede escribir como p < 0,001.


Conviene repasar este procedimiento, puesto que es el corazón de la inferencia estadística. Suponga que tenemos muestras de dos grupos de sujetos, y queremos conocer si provienen de la misma población. 
El primer enfoque sería calcular la diferencia entre dos estadísticos (tales como las media de los dos grupos), y calcular el intervalo de confianza al 95%. Si las dos muestras provienen de la misma población, se esperaría que el intervalo de confianza incluyera el cero el 95% de las veces, y así, si el intervalo de confianza excluye el cero sospechamos que las dos muestras vienen de diferente población, ya que al incluir el cero quiere decir que en alguna ocasión la diferencia ha sido inexistente. 
El otro enfoque es calcular la probabilidad de obtener el valor observado, o alguno más extremo, si la hipótesis nula fue correcta. Este es el valor p. Si éste es menor que un nivel especificado (habitualmente 5%), entonces el resultado es significativo y la hipótesis nula es rechazada.

Estos dos enfoques, la estimación y la prueba de hipótesis, son complementarios. Imagine que el intervalo de confianza al 95% incluyó por muy poco el valor cero, ¿cuál sería el valor p?. Un momento de reflexión le convencerá a uno que este es 2,5%. Esto se conoce como el valor p de una cola, porque es la probabilidad de obtener el resultado observado o uno mayor que él. Sin embargo, el intervalo de confianza al 95% es de dos colas, debido a que excluye no solo al 2,5% por arriba del límite superior sino también el 2,5% por debajo del límite inferior. Para apoyar la complementariedad del enfoque del intervalo de confianza y el enfoque de la prueba de la hipótesis nula, en la mayoría de las ocasiones se dobla el valor p de una cola, para obtener el valor p de dos colas (ver abajo para la distinción entre las pruebas de una y dos colas).

A veces, se conoce una media de un gran número de observaciones y quiere comparar la media de su muestra con aquella. Podemos no conocer la desviación estándar del gran número de observaciones, o el error estándar de su media, pero esto no necesariamente entorpece la comparación, si podemos asumir que el error estándar de la media del gran número de observaciones, es cercano a cero o al menos muy pequeño con relación al error estándar de la media de la muestra pequeña.
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Por esto es que en la ecuación 5.1, para calcular el error estándar de la diferencia entre las dos medias, cuando n1 es muy grande entonces SD21 / n1 viene a ser tan pequeña que será insignificante. La fórmula de esta manera se reduce a  ( SD22  / n2, lo cual es lo mismo que para el error estándar de la media muestral, es decir:


Así, encontramos el error estándar de la media de la muestra y la dividimos por la diferencia entre las medias. Por ejemplo, se ha encontrado en un gran número de observaciones, que el conteo medio de eritrocitos en hombres es 5,5 X 1012 /l. En una muestra de 100 hombres, se encontró un conteo medio de 5,35 con una desviación estándar de 1,1. El error estándar de esta media es SD / (n; 1,1 / (100 = 0,11. La diferencia entre las dos medias es 5,5 - 5,35 = 0,15. Esta diferencia, dividida por el error estándar da z = 0,15 / 0,11 = 1,36. Esta cifra está también por debajo del nivel 5% de 1,96 y, de hecho, está por debajo del nivel 10% de 1,645 (ver tabla A). Por consiguiente, se puede concluir que la diferencia pudo haber surgido por azar.

HIPÓTESIS ALTERNATIVA Y ERROR TIPO II


Es importante darse cuenta de que, cuando se están comparando dos grupos, un resultado no significativo no significa que hemos probado que dos muestras vienen de la misma población, simplemente significa que hemos fracasado en probar que ellas no vienen de la misma población. 
Cuando planificamos los estudios, hay que plantearse que es probable que surjan diferencias entre los dos grupos, o qué diferencia encontrada sería clínicamente relevante; por ejemplo, ¿Qué mejora esperaríamos obtener de un nuevo tratamiento en un ensayo clínico? Esto conduce a estudiar la hipótesis, cuál es la diferencia que quisiéramos demostrar. Contrastar la hipótesis de estudio con la hipótesis nula, a esta hipótesis frecuentemente se le denomina la hipótesis alternativa. Si no rechazamos la hipótesis nula, cuando de hecho hay una diferencia entre los grupos, entonces cometemos lo que se conoce como un error tipo II. El error tipo II frecuentemente se representa como β.

El poder de un estudio se define como 1-( y es la probabilidad de rechazar la hipótesis nula cuando esta es falsa. Normalmente la razón más común de los errores tipo II, es que el estudio es demasiado pequeño.


El concepto de poder realmente sólo es relevante cuando un estudio se está planificando. Después de que en un estudio se han recogido todos los datos, la información obtenida no debe hacerse acerca de la hipotética hipótesis alternativa sino acerca de los datos, y la forma de hacer esto es con estimaciones e intervalos de confianza. (1)

Preguntas comunes

¿Por qué el valor p no es la probabilidad de que la hipótesis nula sea verdadera?


Suponga que se ha obtenido exactamente el mismo valor para la media en dos muestras (si las muestras fueron pequeñas y las observaciones toscamente redondeadas, esto no sería infrecuente y la diferencia entre las medias es cero). La probabilidad de obtener el resultado observado (cero) o un resultado más extremo (un resultado de que es positivo o negativo) es la unidad, esto es, podemos estar seguros de que debemos obtener un resultado el cual es positivo, negativo o cero. Sin embargo, nunca podemos estar seguros de que la hipótesis nula es verdadera, especialmente con muestras pequeñas, así claramente, el establecer que el valor p es la probabilidad de que la hipótesis nula es verdadera es erróneo. Nosotros podemos pensar en esto como una medida de la fuerza de la evidencia en contra de la hipótesis nula, pero esto depende críticamente del tamaño de la muestra

Ejercicios
5.1 En un grupo de 62 pacientes con una anemia por deficiencia de hierro, el nivel de hemoglobina fue 12,2 g/dl, la desviación estándar de 1,8 g/dl; en otro grupo de 35 pacientes fue 10,9 g/dl, desviación estándar 2,1 g/dl.

¿Cuál es el error estándar de la diferencia entre las dos medias, y cuál es la significación de la diferencia? ¿Cuál es la diferencia? Dé un intervalo de confianza del 95% para la diferencia.

5.2 Si el nivel de hemoglobina media en la población general es 14,4 g/dl, ¿Cuál es el error estándar de la diferencia entre la media de la primera muestra y la media poblacional y cuál es la significación de esta diferencia?
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